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5.2. Методика расчета быстропротекающих процессов в эйлеровых пространственных переменных

Численное решение прикладных задач осуществляется с помощью эйлеровой методики расчета [3], основанной на консервативной конечно-разностной схеме Мак-Кормака и методе маркеров. Численная схема является 2-х шаговой типа «предиктор-корректор», имеет второй порядок точности относительно шагов по пространству и времени. Характерная особенность этой схемы - аппроксимация пространственных производных нецентральными разностными операторами. Искомые функции вычисляются только в узлах расчетной сетки. Маркеры, как безмассовые лагранжевые частицы, используются во многих эйлеровых методиках расчета для слежения за подвижными границами расчетных областей. В данной методике маркерами обозначаются контуры взаимодействующих тел, а впоследствии (после фрагментации) и контуры фрагментов этих тел.


5.2.1. Численный расчет интегральных законов сохранения. При записи конечно-разностного аналога законов сохранения (5.1) в области 
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 задается неподвижная расчетная сетка с узлами 
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 - число узлов по оси 
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Рис. 5.3. Схема граничной расчетной ячейки


По границам расчетной области каждого из взаимодействующих тел вводится граничные ячейки переменного объема и массы, которые в общем случае имеют неподвижные 
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 и подвижные 
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 поверхности. Внутренние ячейки расчетной области имеют постоянный объем и ограничены только неподвижными поверхностями. Для некоторой произвольной ячейки объема 
[image: image13.wmf]t

, представленной на рис. 5.3, конечно-разностный аналог законов сохранения (5.1) записывается в виде:


[image: image14.wmf](

)

4

11

  0

m

kkkk

kk

U

FSFH

t

t

gt

==

D

+D+D+=

D

åå
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где 
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 - проекции векторных компонент матрицы 
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 на внешние нормали подвижных и не подвижных поверхностей ячейки; 
[image: image17.wmf]m

 - число подвижных поверхностей, ограничивающих объем 
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. Подвижные поверхности 
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 перемещаются вместе со средой, а через границы 
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 происходит переток материала. Так как переток массы через подвижные границы (свободные или контактные) отсутствует, то величина 
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 здесь принимает достаточно простой вид
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На свободных поверхностях все компоненты матрицы 
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 нулевые, а на контактных они вычисляются путем интерполяции по соседним узлам обоих контактирующих материалов, так как элементы матрицы 
[image: image25.wmf]k
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 здесь не терпят разрыв. Запись соотношений (5.46) при явном выделении членов, относящихся к подвижным поверхностям, позволят проводить расчет параметров течения сплошной среды, как во внутренних, так и в граничных узлах расчетной сетки с удовлетворением законов сохранения и соответствующих граничных условий.


Все поверхности граничной ячейки в плоскости симметрии аппроксимируются отрезками прямых линий (см. рис. 5.3), причем предусмотрен вариант, когда подвижная граница задается в виде ломаной кривой. Тогда площади этих поверхностей и объем ячейки вычисляются следующим образом:
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 середины отрезка, задающего неподвижную границу ячейки 
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 - длина этого отрезка (в зависимости от его расположения); 
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 - длина отрезка подвижной границы 
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 - координата середины отрезка 
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 - координата центра массы ячейки 
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; 
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 - площадь ячейки в плоскости симметрии.

Вычисление объема ячейки на каждом шаге по времени осуществляется с помощью соотношений


[image: image45.wmf](

)

(

)

1

  

m

nk

k

k

u

t

t

g

=

D

=D

D

å




[image: image46.wmf]  sin  cos

nrz

uuu

bb

=+



(5.49)

Если в ячейке нет подвижных границ, то уравнения (5.46) становятся уравнениями для внутренних узлов эйлеровой расчетной сетки, а расчетная ячейка сохраняет свой постоянный объем. Для внутренней ячейки, соответствующей расчетному узлу 
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, площади неподвижных поверхностей представляются в виде:
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Применив численную схему Мак-Кормака к соотношениям (5.46) получаем основные рабочие уравнения для расчета законов сохранения.

На этапе «предиктор»:
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На этапе «корректор»:
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, 
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 - проекции векторных компонент матрицы 
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 на оси 
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 и 
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 соответственно.


При решении задач в осесимметричной постановке особое внимание следует уделять расчету параметров на оси симметрии, где система конечно-разностных уравнений (5.51) и (5.52) должна быть несколько видоизменена. На оси симметрии расчетные ячейки имеют форму сплошных цилиндров, а не полых, как во всей остальной области решения. В радиальном направлении здесь имеет место не переток материала через боковые поверхности полых цилиндров, а лишь одностороннее «втекание» или «вытекание», что следует из условий симметрии (5.43):
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где 
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 является одной из функций 
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При записи конечно-разностных уравнений на оси симметрии необходимо задавать в них радиальную потоковую компоненту 
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 таким образом, чтобы законы сохранения выполнялись в любом контрольном объеме, включающем ось симметрии. Обозначив этот неизвестный потоковый элемент через 
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за шаг по времени (t на этапе «предиктор». Для простоты вычислений будем рассматривать одномерный случай, когда 
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 и исключим из рассмотрения второе уравнение системы (5.51), так как на оси симметрии оно обращается в тождество 
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Проведя аналогичную операцию на этапе «корректор», получаем
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С учетом условий (5.54) и (5.55) конечно-разностные уравнения (5.51) и (5.52) во внутренних узлах расчетной сетки запишутся в виде.


На этапе «предиктор»
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На этапе «корректор»
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На оси симметрии расчетные ячейки имеют форму цилиндров радиуса 
[image: image76.wmf]/2

r

D

. Объемы и площади соответствующих поверхностей этих ячеек записывается в виде
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Тогда дифференциальная запись уравнений (5.56) и (5.57) на оси симметрии будет иметь вид
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Следует отметить, что правильность записи конечно-разностных уравнений на оси симметрии имеет очень большое значение. Причем, уравнения должны записываться особо для каждой конкретной численной схемы. Неточность записи приводит к постепенному накапливанию погрешности в решении задачи. Так, например, в задачах проникания ударника в преграду осевая точка свободной или контактной поверхности может постепенно отставать или уходить вперед.

5.2.2. Расчет определяющих соотношений. В отличие от системы уравнений (5.1) законов сохранения, определяющие соотношения (5.13) не могут быть записаны в интегральном виде. Для их численной реализации используется дифференциальный вариант схемы Мак-Кормака. Конечно-разностный аналог системы уравнений (5.13) на примере величины 
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 записывается следующим образом.

На этапе «предиктор»
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На этапе «корректор»
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Здесь 
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 - некоторая совокупность параметров, к которым применен оператор 
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. Аналогичным образом записываются конечно-разностные уравнения для компонент 
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 (уравнения конвективного переноса).


Дифференциальный вариант схемы Мак-Кормака привязан только к узлам расчетной сетки вне зависимости от их расположения. Если узел расположен на границе расчетной области, то значения параметров в недостающих соседних узлах задаются путем экстраполяции. Расчетная практика показала, что наиболее приемлемым видом экстраполяции является простой перенос параметров из текущего граничного узла в недостающую расчетную точку.


При записи конечно-разностных уравнений для расчета параметров 
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 на оси симметрии вывод, изложенный для уравнений (5.56) и (5.57), неприемлем, так как интегральные законы сохранения здесь не выполняются. Уравнения на оси симметрии записываются по аналогии с соотношениями (5.58) и (5.59), но с учетом условий симметрии (5.53), которые означают, что
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Тогда соотношения (5.60) на оси симметрии запишутся в виде:
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где 
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Кроме того, на оси симметрии справедливо следующее преобразование
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Окончательно уравнения на оси симметрии записываются из общих уравнений вида (5.58) и (5.59) с учетом соотношений (5.61)-(5.63).


Конечно-разностные уравнения (5.58) и (5.59) на примере расчета компоненты 
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 реализуется при условии 
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 (см. систему уравнения 5.13). Если после вычисления величин 
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 по схеме Мак-Кормака имеет место неравенство
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то эти компоненты напряжений корректируются с помощью соотношения (5.6) с одновременным вычислением величины 
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A

D

 по формуле (5.9). Последним этапом расчетов на текущем шаге по времени является реализация алгоритма вычисления давления и пористости по схеме, приведенной на рис. 5.1. Эта процедура сводится к решению уравнения (5.19), например, методом половинного деления области определения пористости.


Схема Мак-Кормака обладает не явной искусственной вязкостью, т.е. способна сглаживать скачки параметров течения на фронте ударной волны. Однако, при решении некоторых задач в зонах «застойного» течения, когда градиенты массовой скорости не велики, возникает нелинейная неустойчивость, которая выражается в «пилообразном» характере изменения параметров течения от одной расчетной точки к другой. Для устранения этого эффекта к вновь вычисленным значениям параметров 
[image: image116.wmf]1
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 добавляются сглаживающие соотношения (5.64), выполняющие функцию явной искусственной вязкости. Эти соотношения также снижают всплески параметров за ударными переходами.
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где 
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 – коэффициент искусственной вязкости.


Вторым условием обеспечения устойчивости расчетов является ограничение, накладываемое на шаг по времени. Исходя из условия Куранта, шаг по времени для внутренних узлов расчетной сетки должен удовлетворять неравенству.
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[image: image125.wmf]a

 – скорость звука в упругопластическом материале;
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 - некоторый коэффициент запаса устойчивости.


Для граничных ячеек должно выполняться условие:
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т.е. подвижные границы должны проходить расстояние между расчетными узлами не менее чем за четыре шага по времени. Окончательный шаг по времени определяется как
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Условие устойчивости (5.65), используемое при выполнении практических расчетов, достаточно эффективно контролирует правильность работы алгоритмов программы. Если шаг по времени 
[image: image129.wmf]t

D

 начинает резко падать, то это означает, что программа работает не правильно.


5.2.3. Расчет подвижных границ. Как уже упоминалось выше, слежение за подвижными границами осуществляется с помощью лагранжевых частиц-маркеров, которые определяют контуры каждого из взаимодействующих тел. Маркеры перемещаются вместе со средой по эйлеровой расчетной сетке. В расчетной части программного комплекса «IMPACT» [18] маркеры задаются с помощью двух массивов своих текущих координат 
[image: image130.wmf]m

R

, 
[image: image131.wmf]m

Z

. Нумерация координат маркеров в этих массивах осуществляется таким образом, чтобы обход внешних контуров взаимодействующих тел осуществлялся по часовой стрелке, а внутренних - в обратном направлении (для тел, имеющих внутренние полости). Расстояние между маркерами 
[image: image132.wmf]DSm

 постоянно поддерживается на уровне среднего значения 
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, т.е. всегда выполняется неравенство 
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Каждому маркеру с номером 
[image: image135.wmf]i

 кроме текущих координат 
[image: image136.wmf]i
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 и 
[image: image137.wmf]i
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 сопутствует некоторое направление обхода контура, задаваемое углом 
[image: image138.wmf]b

. Этот угол определяет направление внешней нормали в текущей точке контура тела по отношению к оси 
[image: image139.wmf]z

 эйлеровой системы отсчета, неподвижной цилиндрической системы координат.
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Рис. 5.4. Схема определения направления вектора 
[image: image141.wmf]n



Схема определения компонент единичного вектора нормали 
[image: image142.wmf]n

 изображена на рис. 5.4 и вычисляются они из следующих соотношений:
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где
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 - расстояние между точками (маркерами) 
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 и 
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. Точка 
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 может находиться не на отрезке 
[image: image149.wmf]1

i

M

-



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image150.wmf]1
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, но это не меняет смысл дальнейших вычислений.


Следующим этапом алгоритма является определение скоростей маркеров, которые вычисляются таким образом, чтобы с одной стороны исключить пересечение контактирующих контуров тел в нормальном направлении, а с другой стороны - обеспечить их взаимное скольжение в направлении касательной. Это достигается путем перехода в каждой точке границы к локальным компонентам 
[image: image151.wmf]n
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 и 
[image: image152.wmf]u
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 массовой скорости 
[image: image153.wmf]u

. Здесь 
[image: image154.wmf]n
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 - нормальная составляющая массовой скорости в точке подвижной границы; 
[image: image155.wmf]u

t

 - касательная составляющая.
[image: image156.png]



Рис. 5.5. Схема интерполяции по узлам расчетной сетки

Общая схема интерполяции компонент массовой скорости или других параметров течения представлена на рис. 5.5. Величина этих параметров определяется по формуле:
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где 
[image: image158.wmf](,,,)
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 - один из параметров течения в четырех соседних узлах расчетной сетки; 
[image: image159.wmf]k
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 - площади соответствующих прямоугольников (см. рис. 5.5), являющихся весовыми коэффициентами интерполяции; 
[image: image160.wmf]1...4
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 - номера узловых расчетных точек, используемых при интерполяции. Схема интерполяции, изображенная на рис. 5.5, используется не только для вычисления скоростей маркеров, но и других величин, таких как 
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Первый случай. Рассматривается вычисление скоростей 
[image: image162.wmf](),()
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 в точке 
[image: image163.wmf]M

, когда эта точка (маркер) находится в контакте с соседним материалом, а между материалами реализуется условие скольжения. Первый этап интерполяции осуществляется по всем четырем узлам расчетной сетки
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затем интерполяция повторяется, но только по двум узлам рассматриваемого материала, т.е. при условии 
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. В результате повторной интерполяции вычисляются новые значения 
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. Далее осуществляется переход к нормальной и касательной скорости по формулам
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и, сделав обратный переход, окончательно получаем:
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Новые координаты маркеров вычисляются по формулам:
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Здесь во всех соотношениях нижний индекс «
[image: image175.wmf]m

» означает, что значение вычисляемого параметра принадлежит точке 
[image: image176.wmf]M

 подвижной границы (маркеру), а верхний индекс «
[image: image177.wmf]n

» соответствует шагу по времени. Алгоритм раздельного вычисления нормальной и касательной скорости в точке 
[image: image178.wmf]M

 обеспечивает неразрывное перемещение контактирующих материалов в направлении нормали и независимое друг от друга перемещение в касательном направлении.


Второй случай. Если в точке 
[image: image179.wmf]M

 между контактирующими материалами реализуется условие жесткого сцепления, то достаточно только первого этапа интерполяции по всем четырем узлам расчетной сетки. Это следует из граничного условия жесткого сцепления, при котором вектор скорости не терпит разрыв. Новые координаты маркеров вычисляются через скорости 
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Третий случай. Если точка 
[image: image182.wmf]M

 принадлежит свободной поверхности, то для вычисления ее скоростей используется только второй этап интерполяции при условии 
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Если в точке 
[image: image184.wmf]M

 имеет место контакт взаимодействующих материалов, то кроме компонент скоростей здесь необходимо вычисление компонент вектора напряжений 
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 и проекций этого вектора на оси 
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. В этом случае достаточно только первого этапа интерполяции по всем четырем узлам расчетной сетки, а формулы для определения компонент вектора 
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 имеют вид:
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Значения компонент вектора 
[image: image195.wmf]n
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 служат для динамической идентификации типа границы в точке 
[image: image196.wmf]M

. В зависимости от типа границы, здесь реализуются различные варианты вычисления или задания компонент вектора 
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. Если точка 
[image: image198.wmf]M

 является точкой контакта без сцепления материалов, тогда величина 
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 полагается равной нулю. При условии 
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, проекции вектора 
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s

 на оси r и z вычисляются по формулам (5.69). Если в результате интерполяции окажется 
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, то величина 
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 полагается равной нулю. В этом случае контактирующие поверхности в точке 
[image: image204.wmf]M

 становятся свободными поверхностями, на которых реализуется условие:
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а скорости маркеров определяются как для свободных поверхностей. Если точка 
[image: image207.wmf]M

 является точкой контакта, где реализуется «условное» сцепление материалов (см. подраздел 1.6), то по вычисленным значениям 
[image: image208.wmf]()
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 и 
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 проверяются условия сцепления. При нарушении этих условий скрепленные контактирующие границы трансформируются либо в скользящие, либо в свободные поверхности. При расчете заведомо свободных поверхностей никаких вычислений компонент 
[image: image210.wmf]nn

s

 и 
[image: image211.wmf]n
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s

 не производится, а реализуются условия (5.70).


Очень важным алгоритмом предлагаемой методики расчета является алгоритм перестройки границ расчетной сетки. В результате перемещения тел по фиксированной расчетной сетке происходит постоянная перестройка соответствующих расчетных областей, которая состоит из того, что некоторые узлы расчетной сетки исключаются из расчета, а другие подключаются к расчету. Задание параметров в новых узлах расчетной области является важным алгоритмом данной методики расчета. Такое подключение осуществляется в зависимости от направления перемещения подвижной границы.


Предполагается, что все параметры для вновь подключенной точки 
[image: image212.wmf],

ij

 переносятся из соседних расчетных узлов (1, 2, 3, 4) вместе с перемещением среды. Весовая доля каждого соседнего узла зависит от расположения границы 
[image: image213.wmf]AB

 по отношению к области, занятой материалом (на рис. 5.6 материал расположен слева от отрезка 
[image: image214.wmf]AB

).
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Рис. 5.6. Задание новых узлов расчетной сетки


Если граница материала 
[image: image216.wmf]AB

 параллельна оси 
[image: image217.wmf]r

, то перенос параметров в точку 
[image: image218.wmf],

ij

 будут осуществляться из узла (3); если 
[image: image219.wmf]AB

 параллельна оси 
[image: image220.wmf]z

 (материал снизу), то перенос будет осуществляться из узла (1). Все остальные случаи являются промежуточными, для реализации которых используется интерполяция, учитывающая направление подвижной границы 
[image: image221.wmf]AB

 (см. рис. 5.6).
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 - параметры течения среды, задаваемые в новом узле 
[image: image226.wmf],
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 расчетной сетки; 
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 – расстояния от соответствующих расчетных узлов до прямой 
[image: image228.wmf]AB

; 
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0, 1, 2, 3, 4 – номера узловых расчетных точек; 

[image: image230.wmf](,)
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 ( некоторая точка, принадлежащая границе 
[image: image231.wmf]AB

, которая в пределах рассматриваемого шаблона на рис. 5.6 аппроксимируется прямой; 

[image: image232.wmf]b

 ( угол между внешней нормалью прямой 
[image: image233.wmf]AB

 и осью 
[image: image234.wmf]z

.


Изложенная выше эйлеровая методика расчета на протяжении многих лет использовалась для решения задач высокоскоростного взаимодействия деформируемых тел с различными физико-механическими свойствами Методика расчета прошла большое количество тестовых проверок, связанных как с выполнением законов сохранения, так и с правильностью работы различных алгоритмов. В первоначальных публикациях [2-4] приводилось лишь краткое изложение основных расчетных элементов методики, более полное их описание представлено в данной работе.
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